MATHS

EXERCICE 4 5 points
Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité

Pour chacune des cinqg propositions suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse et justifier la réponse
choisie.
Il est attribué un point par réponse exacte correctement justifiée. Une réponse non justifiée n’est pas
prise en compte. Une absence de réponse n’est pas pénalisée.
1. Proposition 1

Pour tout entier naturel n, le chiffre des unités de n? + n n’est jamais égal a 4.
2. On consideére la suite u définie, pour n > 1, par

1
u, = ;pgcd(ZO; n)

Proposition 2
La suite (u,,) est convergente.

3. Proposition 3

Pour toutes matrices A et B carrées de dimension 2,ona A X B = B X A.

4. Un mobile peut occuper deux positions A4 et B. A chaque étape, il peut soit rester dans la position dans
laquelle il se trouve, soit en changer.

Pour tout entier naturel n, on note :

- A, I'événement « le mobile se trouve dans la position A a I'étape n » et a,, sa probabilité.

- B, I'’événement « le mobile se trouve dans la position B a I’étape n » et b,, sa probabilité.

. an
- X, la matrice colonne (b )
n

0,55 0,3).

On admet que, pour tout entier nature n,X,,;,; = M X X,, avec M = (0 45 0.7

Proposition 4
La probabilité P, (B;.1) vaut 0,45.

Proposition 5
a
Il existe un état initial X, = ( bZ) tel que la probabilité d’étre en B a l’étape 1 est trois fois plus grande que

celle d’étre en A a I'étape 1, autrement dit tel que b; = 3a;.
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CORRECTION
EXERCICE 4 5 points
Candidats ayant suivi I'enseignement de spécialité

1. Proposition 1
Pour tout entier natureln, le chiffre des unités den?* + n n’est jamais égal 4 4.

Le chiffre des unités est obtenu en calculant le reste de la division euclidienne par 10, calculons donc
modulo 10 :

n modulo 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
n? modulo 10 0 1 4 9 6 5 6 9 4 1
n’+n

modulo 10 0 1 6 2 0 0 2 6 2 0

Conclusion : Pour toutn € N n? + n n’est jamais égal a 4 modulo 10, ainsi le chiffre des unités de n? + n
n’est jamais égal a 4, la proposition 1 est vraie.

2. On considere la suiteu définie, pourn > 1, par
1
u, = ;pgcd(ZO; n)

Proposition 2
La suite (u,,) est convergente.
Pour toutn € N*, 1 < pgcd(20,n) < 20 donc% <u, < z

n
. 1 20
Pour toutn € N ~ S Up S7\

3 1 \ 7 \ .
lim - =0 L d’apres le théoreme des gendarmes, lim u, = 0.
n-+oon n—-+oo
.20
lim —=0
n-+oco N

Conclusion : la proposition 2 est vraie.

3. Proposition 3
Pour toutes matrices A et B carrées de dimension2,onaA X B = B X A.

Le produit de matrices carrés n’est pas commutatif, le contre-exemple suivant le prouve :
G 8) % (_01 (1)) = (8 é) et (_01 (1)) X (; g) = (_21 8)'

Conclusion : la proposition 3 est fausse.
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4. Un mobile peut occuper deux positions A et B. A chaque étape, il peut soit rester dans la position dans
laquelle il se trouve, soit en changer.

Pour tout entier natureln, on note :

- A, I'événement « le mobile se trouve dans la position A a I'étapen » et a,, sa probabilité.

- B, I'événement « le mobile se trouve dans la position B a I'étapen » et b,, sa probabilité.

- X, Ia matrice colonne (Z")

n

0,55 0, 3).

On admet que, pour tout entier naturen,X,,1 = M X X,, avecM = (0 45 07

Proposition 4
La probabilité P (B,.1) vaut 0,45.

_ an+1 0,55 0)3
OnaXpi =M XX, &= (b ) B (0,45 0,7

Or d’apres le théoréme des probabilités totales on a :

bpy1 = p(Brs1) = Pa, (Brs)p(4,) + m(3n+1)p(An)
= Pa, (Brs)p(47) + PB, (Bn+1)p0(Br)
= Pa, (Bpy1)an + Pg, (Bns1)by
Par identification on obtient: p, (B,1) = 0,45

) X (Z:) ainsi b, 41 = 0,45a,, + 0,7b,

n+1

Conclusion : la proposition 4 est vraie.

Proposition 5
a

1l existe un état initial Xy = ( b ) tel que la probabilité d'étre en B a I'étape 1 est trois fois plus grande que

0
0
celle d’étre en A a I'étape 1, autrement dit tel queb, = 3a,.

_ ary _ (0,55 0,3\ . (9o a; = 0,55a, + 0,3b,

X1 =M XX = (bl) = (0,45 0,7) (bo) {bl = 0,45a, + 0,7b,

a = 0,55a0 + 0,3b0 a = 0,55a0 + 0,3b0
(=4

3a1 = 0,4'5a0 + 0,7b0 L2 - 3L1 O = _1,2a0 - O,Zbo

Ce quinous donne by = —6ay oray = 0 et by = 0donc a, = b, = 0 ce qui estimpossible car ay + by = 1.

Si b; = 3a, alors le systeme devient{

Conclusion : la proposition 5 est fausse.
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MATHS

EXERCICE 4 5 points
Candidats n'ayant pas suivi I'enseignement de spécialité

Pour chacune des cinqg propositions suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse et justifier la réponse
choisie.

Il est attribué un point par réponse exacte correctement justifiée. Une réponse non justifiée n'est pas
prise en compte. Une absence de réponse n'est pas pénalisée.

1. Proposition 1 :

Dans le plan complexe muni d'un repére orthonormé, les points 4, B et C d'affixes z, = V2 + 3i,
zg = 1+ ietz; = —4ine sont pas alignés.

2. Proposition 2 :

2 . . -
Il n'existe pas d'entier naturel n non nul tel que (i(l + i)) " soit un réel strictement positif.

E H

3. ABCDEFGH estun cube de co6té 1. L
Le point Lest tel que EL = %ﬁ F G

Proposition 3
La section du cube par le plan (BDL) est un triangle.

Proposition 4 L S
Le triangle DBL est rectangle en B.

B C

4, On considere la fonction f définie surl'intervalle [2; 5] et dont on connait le tableau de variations donné
ci-dessous.

Variations 1 /
de f /

Proposition 5 :
5

L'intégrale jf(x)dx est comprise entre 1,5 et 6.
2
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CORRECTION
EXERCICE 4 5 points
Candidats n'ayant pas suivi I'enseignement de spécialité

1. Proposition 1 :
Dans le plan complexe muni d'un repére orthonormé, les points A, B et C d'affixesz, = \2 + 3i,
zp = 1+ i etz = —4i ne sont pas alignés.

On g ZB=%4 — 1+i-(V2+3i)  1-v2-2i _ (1-V2-2i)(1-50) _ 1—V2-10+i(-5+5vV2-2) _ —V2-9+i(-7+5V2)
na zp—zc  1+i—(—4i)  1+5i  (145)(1-50) 12452 o 26

2=z
Zp—Zc
points 4, B et C ne sont pas alignés.

4 n’est pas un nombre réel donc les vecteurs AB et CB ne sont pas colinéaires, ce qui prouve que les

La proposition 1 est vraie.

2. Proposition 2 :
2
1l n'existe pas d'entier natureln non nul tel que (i(l + i)) " soit un réel strictement positif.

On a pour tout entier naturel n = (i(1+ l)) =i"A+ D" =>()"x(1+ D))"= (D" x 2D)"
Sin = 4alors (—1)* x (2i)* =1 x 16i* = 16

La proposition 2 est fausse.

On peut aussi vérifier notre calcul a 'aide de

Pour accéder au nombre
Pour accéder au nombre 1mag1na1re pur on
(ix(1+i))*™
=100 1
wiesr 200 e

On trouve bien un réel positif pour n = 4.
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MATHS

3.ABCDEFGH est un cube de cété 1. Le point Lest tel queﬁ = %ﬁ

Proposition 3
La section du cube par le plan (BDL) est un triangle.

Les plans (BCD) et (FGH) sont paralléles donc (BDL) n (BCD) et (BDL) n (FGH) sont deux droites
paralléles. Or (BDL) n (BCD) = (BD). Donc (BDL) N (FGH) est la parallele a (BD) passant par L ; cette
droite coupe (EH) enJ.

La section du cube par le plan (BDL) n’est pas un triangle.

La proposition 3 est fausse.

Proposition 4
Le triangle DBL est rectangle en B.
Dans le repere (A,AB,AD,AE) ona:D|1,B|0,E|0 etF [0.Onposel yorEngEF
0 [O 11 1 z
doncEL| y etEF OdoncE_L)zgﬁ')(:»Q y=§><0 soit yzgd’oﬁLS
-1
z 0 LZ_1:§X0 z=1 1
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2
1 _=z

On en déduit DB |—1 et BL 0 ainsi DB.BL = 1 X (— —) +(-1)X0+0x1=—-= a1n51 le triangle DBL
0 1

est n’est pas rectangle en B.

La proposition 4 est fausse.

4. On considere la fonction f définie sur l'intervalle [2; 5] et dont on connait le tableau de variations donné

ci-dessous.
3
‘Variations 1
de f /
0

L'intégrale ff(x)dx est comprise entre 1,5 et 6.

Proposition 5 :

5

D'apresla relation de Chasles ona : f F(x)dx = f F(O)dx + f F(0)dx + f Fo)dx
)
Or pour toutx € [2;3]ona0 < f(x) < 3 donc
O<ff(x)dx<3(3—2)(:>0<ff(x)dx<3
Et pour toutx € [3;4]ona0 < f(x) < 1donc
0< ff(x)dx <14-3) o 0< ff(x)dx <1

Pour finir, pour tout x € [4; 5] on al<f(x)<2donc
5

5
1(5—4)Sff(x)dx§2(5—4)<=>1Sff(x)dx§2

On peut donc démontrer la majoration, mais pas la
minoration.
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En additionnant les inégalités successives on obtient

5
1Sff(x)dx£6

Mais pas la minoration. On peut trouver une
fonction dontI'aire est 1égerement supérieura 1 et
inférieur a 1,5 et satisfaisant notre tableau de
variation :

La majoration de I'énoncé correspond bien a ce
qu’on a trouvé.

o 1 2 3 4 5

0 .

La proposition 5 est fausse.
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