MATHS

EXERCICE 5 : 5 points
Commun a tous les candidats

On souhaite stériliser une boite de conserve.
Pour cela, on la prend a la température ambiante T, = 25° C et on la place dans un four a température
constante Tr = 100° C.

La stérilisation débute des lors que la température de la boite est supérieure a 85°C.
Les deux parties de cet exercice sont indépendantes
Partie A :Modélisation discrete

Pour n entier naturel, on note T, la température en degré Celsius de la boite au bout de n minutes. On a
donc T, = 25.
Pour n non nul, la valeur T, est calculée puis affichée par I'algorithme suivant :

Initialisation: T prend la valeur 25
Traitement : Demander la valeur de n
Pour i allant de 1 a n faire
T prend lavaleur 0,85 X T + 15
Fin Pour
Sortie: Afficher T

1. Déterminer la température de la boite de conserve au bout de 3minutes. Arrondir a 'unité.
2. Démontrer que, pour tout entier naturel n,onaT,, = 100 — 75 x 0,85™.

3. Au bout de combien de minutes la stérilisation débute-elle ?

Partie B :Modélisation continue

Dans cette partie, t désigne un réel positif.

On suppose désormais qu’a I'instant t (exprimé en minutes), la température de la boite est donnée par
In5

f(t) (exprimée en degré Celsius) avec: f(t) = 100 — 75¢ 10"
1. a. Etudier le sens de variations de f sur [0; +oo].

b. Justifier que sit = 10 alors f(t) = 85.
2. Soit p un réel supérieur ou égal a 10.

On note A(u) le domaine délimité par les droites d’équation t = 10,t = u, y = 85 et la courbe
représentative C.

On considere que la stérilisation est finie au bout d'un temps g, si l'aire, exprimée en unité d’aire du
domaine A(u) est supérieure a 80.
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Température (en degré Celsius)

10

5

Temps (en minutes)

a. Justifier, a I'aide du graphique donné en annexe, que I'on a A(25) > 80.
b. Justifier que, pour 8 = 10, 0n a
6
_Ins,
A(6) =15(6 —10) — 75 Je 10 dt

10
c. La stérilisation est-elle finie au bout de 20 minutes ?
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MATHS

CORRECTION

EXERCICE 5 : 5 points
Commun a tous les candidats

1. Déterminer la température de la boite de conserve au bout de 3minutes. Arrondir a I'unité.
On obtient T3 = 54 a l'unité pres.

Ecrivons le programme dans notre TI 83 Premium CE :

P EXeC eDIT NN
Pour entrer le programme appuyons sur MHACréer
PROGRAMME
Puis on choisit 'onglet NOUVEAU. Nom=TEMP
NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP M

On entre le nom de son programme : TEMP (par

PROGRAM: TEMP
exemple) .

125°T
:Prompt N
Puis on écrit son programme : :For(I,1,N)
10, 85%T+15->T
tEnd

tDisp T

On sort de I'éditeur de programme en appuyant sur

quitter

Puis on exécute le programme en appuyant sur

dessin C

‘ EDIT NOUVEAU

FHTEMP

- NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP n
P9 J puis on choisit le nom de son programme
TEMP: PromTEMP
N=73
03.940625
On entre N = 3 en on obtient T3 = 54 a 'unité Fait

pres.

2. Démontrer que, pour tout entier natureln, onaT, = 100 — 75 x 0,85",
Démontrons par récurrence surn € N que T,, = 100 — 75 x 0,85™ :

Initialisation : T, = 25 s’aprés 'énoncé et 100 — 75 x 0,85° = 100 — 75 = 25. La proposition est donc
vraie au rang 0.

Hérédité: Supposons que la proposition soit vraie aurangn € N: T,, = 100 — 75 x 0,85"
Et montrons qu’elle est vraie au rang n + 1, c’est-a-dire montrons que
Tpeq1 = 100 — 75 x 0,851
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On sait d’apres 'algorithme, que T,,,; = 0,85T,, + 15 or d’apres I'hypothése de récurrence on a:
Tpy+1 = 0,85(100 — 75 x 0,85™) + 15
=0,85x%x100-0,85x 75 % 0,85™ + 15
=85 —75x 0,85"*"! + 15
=100 — 75 x 0,85™*1
La proposition est donc vraie au rang n + 1.

Conclusion : On a démontré, d’apres le principe de récurrence que

PourtoutneN: T, =100 — 75 x 0,85™

3. Au bout de combien de minutes Ja stérilisation débute-elle ?

Ul

La stérilisation débute lorsque T,, = 85 < 100 — 75 x 0,85" > 85 < 15 > 75 X 0,85" < 0,85" <
Le deux membres sont positifs stricts et la fonction In est croissante sur ]0; +oo[ donc In(0,85™) < In G)

douniIn(0,85) < —In5 & n=>— carln 0,85 < 0.
In 0,85

1 . .
Or — — >~ 9,9, on doit donc avior n = 10 pour
In 0,85 __In(5>

que la température dépasse 85°C. n{0.85)

Conclusion : La stérilisation débute a partirde 10 | |.......cccoiviiviiiiiiininn... 2.9030/79/705
minutes.

In5

Partie B :Modélisation continue

On suppose désormais qua l'instantt (exprimé en minutes), la température de la boite est donnée par

f(t) (exprimée en degré Celsius) avec :
In5
f(t) =100 —75¢ 10°

1. a. Etudier le sens de variations de f sur[0; +o].

. In5 - , . A .
La fonctiont - — ;1—0 t est dérivable sur [0; +oo[ car c’est une fonction polynéme, donc la fonction t +

Ins5
e 10 ¢ est dérivable sur [0; +oo[ d’aprés le cours.
In5
Donc la fonction t = —75e 10" est dérivable sur [0; +oo[ et par somme de fonctions dérivables, f est

dérivable sur [0; +oo].
In5

In5
Pour toutt € [0; +oof f'(t) = =75 X (— 1;1—05) e 1l = f(t) = 1751n5 Xe 10"

Ins

On a pour tout t € [0; +oo[e 10" >0 et12—51n5 > 0 donc f'(t) > 0.
f est croissante sur [0; +oo[H
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Vérifions nos résultats en représentant
graphiquement la fonction f a I'aide de notre TI
83 Premium CE :

graph statsf1

(o
Pour entrer la fonction, on appuie sur

Puis on entre ’ensemble de définition en
déf table f2

appuyant sur (on prend [0; 10] car on

ne peut pas entrer +o0 comme borne)

On choisit le zoom automatique en appuyant sur
format 3

puis FAA.justZoom

Cela confirme bien que la fonction f est
croissante sur son ensemble de définition.

NORHMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP []

Grarhl Grarh2 Graph3
_.m{.g)x .................

B\Y1B100-75¢ !°

NORHMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP []

X9rad=1

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP i

1. b. Justifier que sit > 10 alors f(t) > 85.

D’apres la question précédente, f est croissante sur [0; +oo[ donc si t = 10 alors f(t) > f(10).

Ins
—X

Or f(10) = 100 — 75e 10 ' = 100 — 75¢~'"% = 100 — 75 x % =100 — 15 = 85.

Conclusion :sit > 10 alors f(t) > 85.

13 TEXAS
INSTRUMENTS

Ce document est mis a disposition sous licence Creative Commons
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/2.0/fr/



http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/2.0/fr/

MATHS

2. a. Justifier, d l'aide du graphique donné en annexe, que I'on aA(25) > 80.

Température (en degré Celsius)

10

Temps (en minutes)

L’aire contient trois rectangle et demi faisant chacun 5 X 5 = 25 u. a., I'aire est donc plus grande que
3,5 x 25 soit 87,5 qui est plus grand que 80.

2. b. Justifier que, pour@ > 10, on a

ln5t
A(0) =15(6 —-10) — 75 Je 10 "dt

1n5

0 0
1n5
AQO) = f(f(t)—ss)dtz f<100—759 T —85) dt = f(15—75e T )dt

10 10

0 7] 7]
lnSt 1n5t ln5
_ f(15)dt— f<759 0 )d [15¢] f75e T0tdt = 150 — 15 x 10 — 75 fe Totdt

10 10 10

0
ln5
Donc A(0) = 15(60 — 10) + 75 fe 10!
10
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2. ¢. La stérilisation est-elle finie au bout de 20 minutes ?

Ona
10 n In5 In5
= — —_—— —— X _Wt>
A20) = 1520~ 10) + 75 (=1~ f (- xe 10" )ar
10
On reconnait une forme du type u’'e* avec u(t) = — 1111—0515 etu'(t) = — 1?—05.
[PREN _ 10 _Ins, 20 _ 10 _In5,20 _In5.10
Dot A(20) = 150 + 75 (~ 12 [e m LO =150 + 75 (~ 22 (e 10720 _ g wz )
0 10 1 1 120
— _ —In5x2 _ ,—1In5Y) _ _ ) ) = -
A(20) 1504—75( 1n5)(e e~ 1n%) 1504—75( ln5)<(5) 5) 150 T
On obtient :
120
150-7¢ss

Donc A(20) n’est pas supérieur a 80. Conclusion : La stérilisation n’est pas finie au bout de 20 minutesﬂ

On peut vérifier notre calcul intégral a I'aide de la TI83 Premium CE :

JaodorG

Pour cela on appuie sur

Puis on entre I'expression a calculer.
Etant donné qu’on a déja entrer I'expression de

la fonction dans Y; on va le réutiliser.
distrib

Pour afficher Y; on appuie sur
complete les champs.

puis on

On obtient bien le méme résultat, ce qui
confirme notre calcul.

3

e
10

NORHMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP n

VARIABLES Kisl:#ki COULEUR
HFonction..
2:Paramétrique..
3:Polaire..

20

4:Aff/NAFE..
Im(v1(X)—35)dx
75. 43980785

O

o d
[R5

EICD
DD

|

logmo

OlIo

13 TEXAS
INSTRUMENTS

Ce document est mis a disposition sous licence Creativ
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/2.0/fr/

e Commons



http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/2.0/fr/

